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PUUYUNONOUMNNY 


Rzecz przedstawiona na posiedzeniu Wydz. mat.-przyr. z d. 6. listopada 1893 r. 


— 0 —— 


$ 1; 


Między stosunkami, określajacymi jakiekolwiek zjawisko, sa do 
zauważenia wogóle stosunki stałe i zmienne z czasem. Jeśliby te sto- 
sunki były zupełnie stałymi, wtedy zjawisko nazwalibyśmy tylko „cia- 
łem“, o ile sa zmienne, powiemy, że jest „ciałem przekształcającem się“. 

Zadanie nasze polegać będzie na ustanowieniu praw, według któ- 
rych ciało się przekształca, w powyższem tego słowa znaczeniu. 

Możliwość takiego badania zależy oczywiście od możliwości ozna- 
czenia ilościowo stanu ciała, przy czem, w oznaczeniu tem, występuja 
przedewszystkiem stosunki istotnie zmienne. Nazywać je będziemy 
„parametrami* i oznaczać przez 2,, Z, > . . , Zm; ogólnie z, 

Stan ciała jest zrozumiałym o tyle, o ile jego stosunki wewnętrzne 
i zewnętrzne (ze stanami innych ciał) są „jakościami*, nadajacemi się 
do oznaczenia „ilościowego*; w razie przeciwnym stan ciała będzie nie- 
zrozumiałym. 

Ale między zrozumiałościa i niezrozumiałościa możemy wyobrazić 
sobie pewien szereg możliwości pośrednich; możną więc uważać prawdo- 
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podobieństwo, aby oznaczenie ilościowe uważanego stanu ciała odtwa- 
rzało ten stan istotnie. To właśnie prawdopodobieństwo, które nazywać 
będziemy „prawdopodobieństwem stanu ciała“ i oznaczać przez o, słu- 
żyć nam będzie za punkt wyjścia w naszych poszukiwaniach. 

Przypuśćmy, że ciało przekształca się nieskończenie mało, t. j. że 
przechodzi od stanu z, do stanu «,+-dz,. 

Wówczas lgo nabywa przyrostu dę/o, równego wogóle pewnej 
funkcyi parametrów i ich odpowiednich przyrostów, która, z powodu 
nieskończonej małości przyrostów, redukuje się do wyrażenia różniezko- 
wego ÈE w,da,—ds, gdzie ds oznacza różniczkę zupełna pewnej funkcyi s, 

i 
zależnej od stanu ciała, a spółezynniki w, są funkcyami jednowarto- 
ściowemi tego stanu. 

Mamy tedy dy/9=£L, w, dr, — ds, skąd przez całkowanie wynika 


2, w, dz, — (s,—8, ) a 


Ọs = QE; 
gdzie a i b oznaczają symbolicznie dwa stany ciała, nie bezpośrednio 
po sobie następujace, a 9, i 9, oraz $, i s, sa odpowiednio wartościami 
prawdopodobieństwa 9 i funkcyi s, tym stanom odpowiadajacemi. 
W założeniu, że stan a jest pewnym, stosunek 9,/9, wyraża 
prawdopodobieństwo stanu bieżacego b; a że to prawdopodobieństwo nie 
powinno przewyższać jedności , otrzymujemy nierówność następująca : 


b 


|MAR-EUSE (2) 


Jak z formuły (1) widoczna, prawdopodobieństwo stanu b zależy: 
1) od stanu a za pośrednictwem 9, i s; 2) od stanu b, za pośrednie- 
twem s,; oraz 3) od przekształcenia ciała po pewnym obwodzie od a 


do b, za pośrednictwem całki (z w,dx,. Ta przeto całka wyobraża 


wartość pomienionego przekształcenia, a wyrażenie różniczkowe X; w, dze, — 
wyobraża wartość przekształcenia nieskończenie małego. 


Przekształcenie ©% w; dæ; uważać wogóle będziemy jako złożone 
z przekształceń czastkowych: Z,u/*dx,, (s=1, 2, ... n), w ten mia- 
nowicie sposób 


2 w: dx, = D D, uda =Ldxyż u*, (3) 
e £ 


rozumiejac przeż u,* spółezynnik przekształcenia cząstkowego e. 
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Odpowiednio do tego założenia , formuły (1) i (2) przyjma postaci 
ogólniejsze, następujace: 


(4) Os == (7 
(5) E dr, w? — (s,—s, < O. 
i i € 


AB 


Spółeześnie z doznawanemi przekształceniami czastkowemi e, ciało 
wytwarza nieskończenie mała ilość energii dQ, która wogóle zależy od 
stanu ciała i od wartości pomienionych przekształceń. Ponieważ te war- 
tości są nieskończenie małe, a dQ znika wraz z niemi, jest oczywiście 


(6) dQ =} TE) s tw) da,, 
E i i 


rozumiejąc przez T“® funkeye jednowartościowe stanu ciała. 

Dla ustalenia znaku energii dQ, przyjmujemy spółezyniki 7 
jako zawsze dodatne. Wychodzi to na to samo, jak gdybyśmy, zało- 
Żywszy 


(7) dQ = poa wdi, 
C E ..., m) 

oraz i ; 

(8) dQ = zd”, 


przyjęli znak spólny dla dQ® i X, u? dz,. 
Wprowadzając oznaczenia (7) do nierówności (5), będzie 


b 
d (£) 
(9) | ) wn = kaj A 
eo łacznie z równaniami (7), przypomina postać praw zasadniczych ter- 
mostatyki. () oznacza wtedy ciepło, T — temperaturę, a s — en- 
tropia. 
$. 3. 


Zanim pójdziemy dalej, zmienimy powyższe oznaczenia, przez 
wprowadzenie czasu. Zakładajac w szczególności, że stan a odpowiada 
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chwili początkowej t,, a stan b — chwili bieżącej £, oznaczmy przez 
Q, i o wartości prawdopodobieństwa œ, odpowiadajace chwilom £ć, i£, 
a przez s wartość różnicy s,— s, w chwili ż: Wtedy równania (6) i (4), 
oraz nierówność (5) wyrażają się odpowiednio tak: 


dz; 
ze = (£) „, (8) 10 
dq=w) F ję. u; (10) 
i dze, ASB 
| dt s AW 8 
t=e (11) 
dy dm u —s<0 12 
| 2 dt > E, (12) 
8. 4. 
Z równania (10) mamy: 
GA= ) u) z |) Toum, (13) 
gdzie ęQ jest funkcya stanu ciała i czasu, a Q, — stała. 
Różniczkując równanie (13) względem czasu, otrzymamy równanie 
Oy IQ IQ 14 
70a a se 


stanowiące jeden dopiero zwiazek między parametrami a czasem. Inne 
związki konieczne ustanowimy jako najprawdopodobniejsze, co stanowi 
cel główny naszych poszukiwań. 

Uważmy, że cała rozciągłość czasu, od t=t, do t=t >t,, Wy- 
pełniona jest odpowiednimi stanami ciała, których ogół stanowi to, co 
nazywać będziemy „bytem*. Każdemu z tych stanów odpowiada praw- 
dopodobieństwo o; zatem prawdopodobieństwo bytu (oznaczmy je przez 
P) będzie iloczynem wszystkich prawdopodobieństw o, w porządku jak 
odpowiadające im stany w bycie następują. Mamy zatem na zasadzie 


formuły (11): 
t, dzi 
6,6% 1 
1 3 IS di s 
w ah aj" | (15) 
PB ==q, e. 


Owóż byt najprawdopodobniejszy odpowiada warunkowi: P=ma- 
<imum, za którem widocznie idzie warunek następujący: 
Rozprawy Wydz. mat.-przyr. T. XXVII. 16 
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t t dr b 
16 = J ską (Pak AA : 
(16) G | de) | dt È zk | maximum. 


Zasadę, na mocy której otrzymaliśmy warunek (16), nazywamy: 
„zasada najprawdopodobniejszego bytu“; umożliwia ona rozwiązanie wielu 


podobnych zadań. 


$. 5. 


Całka G nadaje się do bardzo łatwego przekształcenia. 
Załóżmy 


tı dx 
F t ) LE 
k i dt | a) dt i A (A 


0 


Wtedy całkujac przez części, znajdziemy najprzód 


t 
dz, dz, 
Sk XĘ3 2 (£) 
t |, dt ) Ji ) u; | AE; ZE. > Lód 


i następnie 


“i dx 
k= | (t —t) dt X 3 Y u 
to A dt z 


Przez to widoczna, że warunek (16) można wyrazić w sposób na- 
stępujacy : 


t, 


który jest łatwiejszy od postaci (16). 


$. 6. 
Weżmy przemienność całki G, (17), względem parametrów z, ; 
znajdziemy najprzód 


(18) 3G= | dif (a w, da He u © +-(t, RÓŻ" oł 


Z drugiej strony, całkujac przez części, mamy : 


t dòz ti $ ti d(t —t) uE 
z E) Zd "m R (c) ag Anea 
| (t — i) u, © di dh = | (t, —t) u Śr, |, J 


ta 0 


dz; . dt. 
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Ponieważ stan poczatkowy ciała jest dany, przemienności Sz, zni- 
kaja w chwili ¿=t ; zatem 


t, aa (€) 
| (t, sd dt = -f AR at dz, . dt, 
r dt ; dt 

skąd wynika, że przemienność 8G, (18), może wyrazić się tak: 


G = | al (ti — £) > > Bu; — (19) 


d (t, —t) = È: 
-2 $ A — Ba, — òs |; 


gdzie mamy: 


A Ju, ©) 
REDO S i 
òu! n = dx, "ZP 
d(t, — tu; © ig) Ju? dz, 
* RA TTRI z dt Sk 
= ) Gz 98 - Ba, 


(Z=4, 2, ++. 10. „Ji= I 2 a 


Uwzględniając to wszystko i biorac na uwagę tożsamość 


Ju dz, y F ME dz, 
22 du, dt r =) — Oz, 5 Wi, 
przemienność ŠG, (19), kj się w sposób następujacy: 


21E a w sę = A (20) 


sy we — A, Oz, . 
DT; 


Ponieważ całka Œ, (17), jest maximum względnem do warunku 
(14), przeto warunek ten należy wziąć pod uwagę. 


ami, 76-07 


8% 


Niech będzie Y funkcya czasu ,¿ jeszcze nieoznaczona. Pomnóżmy 
równanie (14) przez Wdt, i weźmy całkę w granicach £t=t it=t; 
będziemy mieli : 
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Gy E (way prew- 0. 


Postępujae wreszcie według wskazówek $. 6, znajdziemy bez tru- 
dności : 


(£) 


(22) zr | ayay o T oai. dt ze: R 
A EA uf) — =) da, + U, ZE: — 3) Ze, 


gdzie wyraz ostatni odnosi się do chwili £ =ź,. 

Na mocy równania (21), przemienność 8H jest zerem, niezależnie 
od natury funkcyi V. Zamiast więc przemienności 8G, (20), wolno uwa- 
żać przemienność 8G-+8H, i wtedy, w równaniu 


G+H = 0, 


przemienności 8x, będa dowolnemi, kosztem nieoznaczoności funkceyi 4 
W ten sposób otrzymujemy równania następujące: 


(23) PENA © ITE) Hi -o Du" a 


rys A (Y rouo) -Amo 
i i 


WER: <A 


oraz 


Równania (23), łacznie z warunkiem (14), sa w liczbie dostate- 
cznej do wyznaczenia wszystkich parametrów 2%, i niewiadomej 4, w fun- 
keyi ż; aby zaś wyznaczyć stałe całkowania, których jest m 1, mamy 
na to wartości poczatkowe parametrów i warunek (24). 


g. 8. 


Podstawmy, w równaniach (23), t=ż; wtedy, majac wzgląd na 
warunek (24), znajdziemy : 


dy, Tc uE a MEA _ 98, _ 
> dora A K dt, Iata ST RE 
(1=1,2,..., m) 
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gdzie T, dy, /dt, u, IQ, / 0a, i 98, |Ox, sa wartościami odpo- 
wiedniemi funkcyj: T/*, dy/dt, u$*, Q/x, i 0s/0x, w chwili 
t=t. 

Ale zakładajae w równaniach (23), da, /dt=0, (i=1, 2, ..., m), 
otrzymujemy także równania tej samiej postaci co (25). Stad wnosimy, 
że w chwili t=t, nastaje równowaga, t. j. że w tej chwili przekształ- 
cenie ciała się kończy. 

Trwanie zatem całego przekształcenia ciała wynosi 4, —t,, a ze 
sposobu, w który stała ż, wchodzi do równań (23), jest widoczna, że 
trwanie to nie może być wogóle nieskończenie wielkiem. 

Ponieważ 


0Q IQ 
LE oi Ha 


a w chwili t=¢ jest oczywiscie dQ, =0 i dry = 0, (i=1, 2,... , m), 
przeto powinno być także 90), /9t, =0. Jest to warunek, służący do wy- 
znaczenia wartości stałej ży. 


8. 9. 


Mnożąc odpowiednio równania (23) przez 


i dodając, wynika 


du, dz, ITO uf) ITO yh 
= ae A ES 


—1) (Z EH 02 T)" TA 


saf Fan uo) = O 


Majac wzgląd na tożsamość oczywistą 


, de, 
Dro SR G.)-0 


jak również na zwiazek (14), równanie poprzedzające przyjmuje postać 
di :. j we Z. z T deda, (26) 


Całkując względem ż, od t=t, do t=t, wynika 
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dt, (6) — 
(27) |, di ME", 2 u =s—r, 
gdzie 
_( 3990 
(28) T Suxo, 


jak to widoczna z nierówności (12). 

Nie należy zapominać, co zreszta wynika z natury rzeczy, że 
wszystkie elementy całki —r, (28), sa ujemne; ta przeto całka z upły- 
wem czasu maleje, a w chwili £==t, osiąga minimum. 

Skonstatujemy nakoniec zasadnicza różnicę, która istnieje między 
s i —r, a która polega na tem, że s jest funkcyą stanu ciała, pod- 
czas gdy —r nią nie jest. Ta różnica i jeszcze inne, które poznamy 
niżej, zdecydowały nas do nazwania s — „entropią*, — r — „anen- 
tropią“. 

Nadajmy teraz równaniu (26) postać 


(29) >. dz, Wa = ds—dr, 
t E 


gdzie 
(30) dr=- a EN E 


i wyraźmy energię dQ) przez 
—_V 90 99 
(31) 19=) int zy dł, 


Na mocy formuły (29), przekształcenie Z da, X«® rozkłada się 
i E 


na przekształcenia czastkowe: ds i —dr, a na mocy formuły (31), ener- 
gia mu właściwa dQ rozkłada się odpowiednio. Zatem 


__roQdz, „dy 99dt 
T=} Ugre dpi 


powinny być dodatnemi, i mamy 


(32) dQ=Tda— dr i 
gdzie 
dy 
TAP g7 © 
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Spółczynnikom przeto T i 1/ SE jako dodatnym i majacym prócz 


tego wymiary spółczynników 7, można przypisać znaczenie analo- 
giczne znaczeniu spółczynników 7'*, i nazwać: 7' — „temperatura en- 


d: 
tropowa*, 1/ > — „temperatura anentropować. 


Przejdźmy teraz do przypadków szczególnych: 


gi 


Uważmy najprzód ciało zwane „odosobnionem“, w którem dQ=0, 
a tem samem (13): 


=Q (33) 
W tym przypadku, zamiast tożsamości $G6-8H = 0, mamy 
t 
3 G48-| 138Q.dt=0, 
to 


gdzie à jest nową niewiadomą, a 


89= F sa dz, 


Stąd wynika 
daria (STPuj > OTW Ju) Juft i 
a T Y Or, sa 3e, ) + Gi 2 y( Or, za De, )} (34) 


dy (e) (e) dy CE Os Z 
+AT Jia 2 mzb 


($=1, 2, .. . , m) 


oraz 
Ponieważ Q, jest stałą dowolna, możemy ja wybrać w ten spo- 
sób, aby było Xy=dy,/dz, w chwili t=4,. Wtedy równania równowagi 
przyjmą postać następujaca : 
dd mc Jye 951 
+ AD SPR RE 6 
AE g 7! Ju 0 (36) 
(RECZ: SES 
Wychodząc z równań (34) i postępując według wskazań $. 9, 
łatwo jest znaleźć , zważywszy przy tem na warunek dQ=0, że 
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d= Tds—dr | (7, a>) )=0, 
gdzie 


dh 
Ft, A > 0, 


d 
albowiem 1 | — x) jest w tym przypadku temperaturą anentro- 


pową. 

Stąd wynika, że entropia rośnie. Rosnac, osiaga ona w chwili 
t=t, maximum s,, a z uwagi na równania (36), jest wtedy jedno- 
cześnie 


(37) =0, (i=1,2,...,m), T® =1 RE RADE a 
a dt, 


Streszczając zatem wyniki w ten sposób otrzymane, widzimy, że 
przekształcenie ciała odosobnionego podlega prawom następującym: 

1) entropia rośnie, anentropia maleje, lecz obie dążą do wartości 
skończonych; 

2) temperatura anentropowa rośnie do nieskończoności; i 

3) temperatury 7 dąża do wyrównania się i kończą osiągnię- 
ciem wartości spólnej, która jest jednocześnie wartością temperatury 
entropowej. 


8. 14. 
Uważmy, powtóre, przypadek, w którym 


IQ 
(38) 37% 
co, zważywszy, że z, zależą od ż, nie oznacza wcale, aby zmienna ż do 
funkcyi Q nie wchodziła wyraźnie. 


Wtedy, na mocy równań (30) i (32), mamy 


(39) dQ= Tds, 
a tem samem równania (14) i (29) przywodzą się do następujacych: 
T da, 3s 
(W) (7 Dz, - .)-0 
SB ŻE 
(41) Mi (€=1, 2,..., m) 


W skutek tych zwiazków, równania (23) przekształeaja się w ten 
sposób : 
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dr,,9T 98 ƏT Osy dy ðs 0Q ę 
"ra(an maj ak A 

przyczem jest także 
V=0 PAAS 


Równania (42), pomnożone przez dz, i dodane, dają tożsamościo- 
wo: 0=0. Dla oznaczenia zatem m + 1 niewiadomych s, i V posia- 
damy tyleż równań: (38), (40) i (42). 

Ponieważ równania (42) od stałej tł, nie zależą, a równanie 
IQ, / 9t,=0, z przyczyny warunku (38), utrzymuje się przy każdej war- 
tości ,, ta wartość ż, jest przeto nieoznaczoną, i moglibyśmy nawet za- 
łożyć t =». 

Zatem widoczna, że w przypadku uważanym, ciało przekształca 
się do nieskończoności, podczas gdy w przypadku ogólnym — ono prze- 
kształca się tylko czasowo. 

Należy jednak zwrócić tu uwagę na inna ważna różnicę między 
przypadkiem obecnym i przypadkiem ogólnym, tę mianowicie, że ró- 
wnania (42) są odwracalne (można zastąpić dt przez — dt, nie zmieniając 
równań), a równania (23) nie są. Stąd wynika pojęcie „odwracalności* 
przekształeenia i pojęcie „nieodwracalności* jego. Zatem przekształcenie 
ciała w przypadku obecnym jest odwracalne, a w przypadku ogólnym 
jest nieodwracalne. 

Ażeby wyobrazić sobie przypadek najwięcej złożony przekształce- 
nia się ciała, zauważmy, że ciagłość funkeyj £u*, względem para- 


metrów «,, nie wymaga wcale, aby funkcye ACZOWE — Juf / 9) 
E€ 


były także ciagłemi. Można więc przypuścić, że w przypadku ogólnym, 
równowaga nie ustanawia się w chwili t=4, ale że tylko funkcye 
X (Iu | 9x, — Iul / 9x,) znikają nagle w tej chwili. Wtedy równania 
E 


(23) zamieniaja się na równania (42), i przekształcenie ciała przedłuża 
się od t=t,, stając się przekształceniem odwracalnem. 

Zachodzi więc ta różnica w przekształcaniu się ciała przed chwila 
t i później, że od t=t, do t=t, przekształcenie jest nieodwracalnem, 
a od chwili 4=ż, jest już odwracalnem. 

Tym sposobem chwila 4 = +, jest chwilą skończenia się przekształ- 
cenia nieodwracalnego, i widoczna, że przekształcenie nieodwracalne 
dąży do stania się, i staje się w terminie skończonym przekształceniem 
odwracalnem. 


$. 12. 
Pozostaje jeszcze do wyjaśnienia rola prawdopodobieństwa o w na- 


szem zadaniu. 
Rozprawy Wydz. mat.-przyr. T. XXVII. 17 
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W tym celu wykonajmy przedstawienie (27) w formule (11); 
otrzymamy : 


(44) p= e". 


Jak to wiadomo, o jest w gruncie rzeczy prawdopodobieństwem 
zrozumiałości stanu ciała, podczas gdy się to ciało przekształca. To 
prawdopodobieństwo maleje z upływem czasu, lecz osiaga minimum 
Q = 09, e". ściśle w chwili £ =ż,, w której przekształcenie nieodwracalne 
zamienia się na odwracalne. Od tej zaś chwili — ọ zachowuje swą 
wartość stałą o, aż do nieskończoności. 

Owóż, jeśliby o malało bezustannie, wtedy nadeszłaby chwila, 
w której stan ciała stałby sie już niezrozumiałym. Lecz to jest niemoż- 
liwe, albowiem prawdopodobieństwo o osiąga swoje minimum 9,, które 
od chwili ż, sprzyja stale zrozumiałości stanu ciała. 

Tak więc każde zjawisko nieodwracalne kończy się, lub kończy 
przemianą w zjawisko odwracalne, i to w chwili oznaczonej, pod ry- 
gorem stania się zjawiskiem niezrozumiałem. 


wy S 
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